Se méfier des angles et utiliser les complexes 


On se propose de résoudre l’exercice suivant : 


Exercice 1 Dans un plan affine euclidien orienté, on considère une rotation r de centre Q et 
d'angle de mesure 0 modulo 27 (avec 0 < 0 < 2x). Soit D une droite quelconque ne contenant 
pas Q. À tout point M de D on associe le milieu Im du segment [Mr (M)]. Quel est le lieu 
décrit par Im quand M 5e déplace sur D ? 


(a) Une réponse rapide — Il suffit de faire un dessin pour comprendre la situation. Sur la 
FIG. 1, le point 1m est le milieu de [Mr (M)|, et le triangle QMr (M) est isocèle en Q, donc 
QluM est rectangle en 1. On à donc toujours : 


—> — 


co ÿ et (QM,Qlm) == (27), (+) 


DIS 


ce qui signifie que Zw est l’image de M par la similitude directe de centre Q, d’angle 0/2 et de 
rapport |cos (4/2)|. Le lieu de points cherché est donc l’image de la droite D par cette similitude. 


r(M) 


Figure 1: Une situation qui paraît simple 


(B) Une autre solution utilisant les complexes — En notant avec des petites lettres les affixes 
des points, avec une exception pour l’affixe de J3, que l’on notera iy, on obtient : 


r (2) = (2 — w) +w 


a Sr (2) : 


d’où : 
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Cela montre que im est l’image de M par l’application s d'expression complexe : 


i0 
1 
s(z)=a(z-w)+w où = — : 


On constate que s est une similitude directe dès que a # 0, c’est-à-dire dès que 0 Æ x. Le cas 
où Ô — 7 ne pose pas de problème puisqu’alors tous les points Zu coïncident avec (, et le lieu 
des points cherché est tout simplement le singleton {Q}. 

On mettra aussi de côté le cas particulier où Ÿ = 0, puisqu’alors a = 1 et s est l’identité. 
Supposons donc que 0 soit différent de 0 et de 7. Dans ce cas, s est la similitude directe de 
centre Q, d'angle arg a et de rapport |a|. Comme : 


‘0 | i0/2 + —i0/2 O\ 
ie _. SE — = (ess) ei0/2 


on doit envisager deux cas : 

- Si cos (0/2) > 0, c’est-à-dire si 0 < 0 < 7, la similitude s est d’angle 0/2 et de rapport 
cos (0/2). 

- Si cos (0/2) < 0, c’est-à-dire si r < 0 < 27, la similitude s est d’angle x + 0/2 et de rapport 
— cos (0/2). 


(+) Quelque chose ne va pas ! — On s’aperçoit que les conclusions obtenues en (æ) et (3) sont 
différentes. Toujours en supposant 0 différent de 0 et 7, si dans les deux cas s est une similitude 
directe de centre { et de rapport [cos (0/2)|, l’angle de cette similitude était toujours 0/2 dans 
la réponse (a), alors qu’il vaut 4/2 ou 7x + 0/2 suivant le cas, quand on utilise des complexes 
dans la réponse (8). D'où la question légitime : 


Où a-t-on commis une erreur ? 


(ô) Réponse — Il semble que nous ayons validé trop vite les égalités (+). La FIG. 1 était trop 
sympathique et nous a induit en erreur : on a travaillé sur un seul cas de figure, celui où 0 
appartient à |0,x{, sans dessiner le cas où 0 est supérieur à 7. 

Plus précisément, au lieu de (+), on aurait dû écrire (en utilisant des angles orientés de vecteurs) : 


QI OM,Or(M)) 0 
DT = cos(QM, Qi 1) et QN, Gin) = LRO) L $ (T), 


la deuxième affirmation étant bien une égalité modulo 7 au lieu d’être une égalité modulo 27. 
En effet, comme (Q7») est la bissectrice intérieure issue de Q du triangle QMr (M), on a : 


—> — —> —— 
2O0M,Q Tu) = (QM,Qr(M)) = 0 (27) 
d’où ; 
(OM, Qu) => (n) 
en divisant par deux les membres de cette égalité. Cette égalité modulo 7 permet toujours 
d'écrire : 
OM 2 


ce qui donne le bon rapport de la similitude, mais permet seulement d’écrire : 


= | cos(Q M, Qi) = 


1 


CAM =‘ ou r+£ (2x) 


r(M) 


Figure 2: Le second cas de figure 


ce qui ne détermine pas complètement l’angle de s._ C'est en faisant des dessins que l’on s'aperçoit 
comment il faut choisir l’angle de vecteurs (M, (7) suivant que 0 soit inférieur ou supérieur 
à 7, mais cela ne constitue pas une preuve rigoureuse... Ainsi voit-on que, sur la FIG. 2 où 
0 Elx,2r{, l'angle (AM, Qi) est égal à 6 = x + 0/2 radians, modulo 27. 


(£) Moralité — La solution (8) utilisant des complexes permet de ne pas dire de bêtise et de 
—> — 
démontrer ce résultat concernant l’angle de vecteurs (OM, (1), résultat qu’il n’est pas si facile 


d'obtenir (modulo 27) si l’on utilise seulement le fait que (Q/w) est la bissectrice du couple de 
demi-droites (1017), [Qr(M))). 


(6) Prolongements — Dans l’énoncé de l’exercice, on peut remplacer la rotation r par une 
similitude directe quelconque. Dans se cas r (z) = a(z — w) +w, avec a € C*, et les calculs faits 
en (8) donnent maintenant : 


Si a Æ —1, im est toujours l’image de z par une similitude directe de centre Q d’angle arg((a + 
1)/2) et de rapport |(a + 1)/2]. 


